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Inequalities derived in an earlier paper are investigated for extended one-component systems
perturbated by longitudinal fields. A new sum rule first derived by Purr plays a central role. For
interactions with finite range the frequencies of elementary excitations related to density oscillations
must go to zero with the wave number. There are two lower bounds for density fluctuations, one for

thermal and the other for quantum fluctuations.

In a plasma with homogeneous background the long range of the interactions suppresses fluctua-
tions of particle number. The new sum rule is modified in such a way that plasma oscillations (with
finite frequency for zero wave number) become possible in accordance with the stability conditions.
Lower bounds for the range of pair correlations in a plasma are derived. They give the exact ranges
for the classical and the ground state plasma. For low temperatures and densities the pair distribu-

tion function must show strong oscillations.

In der Arbeit! des Verfassers, auf die im folgen-
den in der Form I verwiesen wird, wurden aus dem
dissipativen Verhalten des Systems bei &duferen
Storungen allgemeine Momenten-Ungleichungen ab-
geleitet. Diese werden nun in der hier vorliegenden
Arbeit auf rein longitudinale Stérungen, also auf
Stérungen durch longitudinale Potentialfelder, an-
gewendet. Dabei beschrianken wir uns auf Systeme,
die aus gleichen Teilchen aufgebaut sind und Trans-
lationssymmetrie besitzen. Kristalle werden also aus-
geschlossen.

In Abschnitt I werden die grundlegenden Begriffs-
bildungen zum Problemkreis des Fluktuations-Dissi-
pations-Theorems (FDT), die bereits in ! zusammen-
gestellt worden sind, auf den vorliegenden Spezial-
fall tbertragen. Insbesondere werden die longitu-
dinale Polarisierbarkeit und die Korrelationsfunk-
tion der Dichteschwankungen definiert.

In Abschnitt 2 werden kurz die bekannten Zu-
sammenhinge referiert, die zwischen den Ampli-
tudenquadraten der Dichteschwankungen, der Paar-
verteilung und der isothermen Kompressibilitit des
Systems bestehen. Alle diese Groflen konnen ent-
weder direkt oder iiber das FDT aus der longi-
tudinalen Polarisierbarkeit bzw. Dielektrizitétskon-
stante berechnet werden. Auf die Vorteile einer
solchen ,,dielektrischen Formulierung® des Vielteil-
chenproblems wurde zuerst von NoziEres und Pings 2
hingewiesen, die diese Methode fiir Systeme im

1 R. Lexsk, Z. Naturforschg. 21 a, 1556 [1966].
2 Pu. Nozikres u. D. Pives, Nuovo Cim. 9, 470 [1958];
Phys. Rev. 113, 1254 [1959].

Grundzustand formulierten und auf das Elektronen-
gas anwandten.

In Abschnitt 3 werden die Momente ausgewertet,
soweit das einfach moglich ist. Von Bedeutung sind:
Das Amplitudenquadrat der Dichteschwankungen,
das erste und dritte Moment vom Imaginarteil der
Polarisierbarkeit. Fiir das erste Moment gilt die seit
langem bekannte f-Summenregel der Oszillatorstar-
ken. Fiir das dritte gilt eine neue Summenregel, die
erstmals 1965 von Purr? betrachtet wurde. Sie ist
fiir die hier entwickelte Theorie von zentraler Be-
deutung. Im Gegensatz zur f-Summenregel hingt
sie von den Wechselwirkungen im System ab.

Das Plasma mit homogenem Untergrund (echte
Zweikomponentensysteme werden hier nicht unter-
sucht) erfordert wegen der anomalen Reichweite der
Couroms-Wechselwirkung eine besondere Behand-
lung. Dabei zeigt sich in Abschnitt4, daf} der fest-
gehaltene Untergrund in Verbindung mit der lang-
reichweitigen Wechselwirkung die Teilchenzahl-
schwankungen auf eine Oberflichenschicht des be-
trachteten Teilvolumens beschriankt. Bei diesen ano-
mal kleinen Teilchenzahlschwankungen gilt der
tibliche Zusammenhang zwischen Paarverteilung und
Kompressibilitdt nicht mehr. — In der wechselwir-
kungsabhingigen Summenregel tritt als Folge der
groen Reichweite der Wechselwirkung eine Diver-
genz bei groflen Wellenldngen auf.

3 R.D. Purr, Phys. Rev. 137, A 406 [1965].
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Abschnitt 5 bringt die Anwendung der Momenten-
ungleichungen auf den Grenzfall groBer Wellen-
langen. In Abschnitt 6 werden fiir den allgemeinen
Fall zwei untere Grenzen fiir die Amplitudenquadrate
der Dichteschwankungen hergeleitet. In beiden Ab-
schnitten zeigt sich die Sonderstellung der Plasmen.

Am Ende der Arbeit sind die wesentlichen Ergeb-
nisse dieser Uberlegungen zusammengestellt.

1. Polarisierbarkeit und Dichterauschen

Es werden nur ausgedehnte Systeme betrachtet,
die aus gleichen Teilchen aufgebaut sind und Trans-
lationssymmetrie besitzen. Kristalle sind also aus-
geschlossen. Auf ein solches System wirke ein skalares
Storpotential, das durch einen Zusatzterm

[armnem=33nwer ()
im Hamicton-Operator beschrieben werden kann. Das
zugehorige Kraftfeld ist als Gradient des Potentials
wirbelfrei. Dieser Fall ist beim longitudinalen Anteil
eines &ufleren elektrischen Feldes verwirklicht. U ist
das Normierungsvolumen. ¢ ist der Operator der

Einteilchendichte. Weiter ist

Ve(t) = [dr eV (1,1), o= [dre™o(r). (2)

Die Fourier- Komponenten des Dichteoperators
a=olt (3)

sind nicht hermitisch. Das fithrt zu einigen Kompli-
kationen gegeniiber der in I behandelten Theorie,
die hier dargestellt werden sollen. In Uberein-
stimmung mit den in I gewéhlten Vorzeichen wird
die longitudinale Polarisierbarkeit durch

et(@) = —ar(w) Vi(w)[U (4)
~ definiert. Es gelten die Relationen
Vi () =V_t(—o), a (0)=a_(-w). (5)

Falls das System raumliche Spiegelsymmetrie be-
sitzt, so gilt

)

at(w) hat dann fiir jeden Wert von f die in I
benutzten Symmetrieeigenschaften. Da die gesamte
Theorie ohnehin nur fiir translationssymmetrische
Systeme formuliert wird, kann die zusitzliche Vor-
aussetzung der Spiegelsymmetrie ohne Schaden ge-
macht werden, da die auftretenden translations-
symmetrischen Systeme stets auch Spiegelsymmetrie

ar=a_p, o (w)=0(—w).
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zeigen. Der Wellenzahlvektor f ist dann lediglich ein
zusitzlicher Index, und die Uberlegungen von I
konnen ohne Schwierigkeiten iibertragen werden.
Fiir den Imaginérteil von a; ergibt sich

ha' = [dee(§ [ee(t),0-¢(0)]),  (7)

und zwar ohne Benutzung der Spiegelsymmetrie. Das
induzierte Potential

Vina(r,2) = [de'v(t —1') Qua(r,2)  (8)
besitzt die Fourier-Komponenten
f#o Vind(fa w) = ’I)(f) a(w)
=[e 7 (@) 11 Vi(w). (9)

O ist das Wechselwirkungspotential zwischen den
Teilchen. ¢! ist die reziproke Dielektrizitats, kon-
stante®, die durch das zweite Gleichheitszeichen in
(9) definiert wird. Wegen der Erhaltung der Teil-
chenzahl hat g;,q und damit auch V;,q keine von
Null verschiedene Fourier-Komponente zu f = 0. Aus
dem Vergleich von (4) und (9) folgt

el —1=—v(f) a/U (10)

fiir den Zusammenhang zwischen a; und der Dielektri-
zitatskonstante. a; ist offenbar zur Grofle des Systems
proportional.

Die Korrelationsfunktion der Dichteschwankungen
wird durch

¢r(t)=(%[-9r(l),9-z(0)1) (11)
definiert. Die Plusvertauschung in (11) ist zwar
kein hermitischer Operator, doch ist der Erwartungs-
wert fiir Systeme mit Spiegelsymmetrie reell. Aus
der Symmetrie gegeniiber Zeittranslation, vgl. [I
(1.10)], folgt (ohne Benutzung der Spiegelsymmetrie)

Dy(2) = (% [Qt(o),@—r(—t)l) =D _(-1),

(12)
Di(t) = (3 [0:(0),~9-r(t)*]_) =D _(1).
®¢(w) hat daher die Eigenschaften
Di(w) =D_1(-w), Di(0)=D(w). (13)

Das FDT [I (1.13)] gilt unverdndert mit { als zu-
satzlichem Index. Das Frequenzintegral

j';i%;pt(w) = (or0-t) = (olor)

liefert das Amplitudenquadrat der Dichteschwankun-
gen mit Wellenzahl f.

(14)
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2. Paarverteilung und Kompressibiliat

Das am Ende des vorigen Abschnitts betrachtete
Amplitudenquadrat (of o) steht in engem Zusam-
menhang mit der Paarverteilung 0, . Denn aus

(0(1;) 0(1g) ) =0a(1y,1y) +00(1; —15),
05 (T4, T5) =05 (Ty —Tp) = 05(1), (1)

(vgl. 4, § 115), folgt durch Fourier-Transformation
hinsichtlich der Relativkoordinate ©

(1/N) (oro-¢) =1+0s(f) /0

Fir ein System mit schwankender Teilchenzahl
(Teilvolumen U) ist N die mittlere Teilchenzahl in 0.
0,(f) ist die Fourier-Transformierte beziiglich der
Relativkoordinate r, von der 0, bei der voraus-
gesetzten Translationssymmetrie allein abhdngt. Aus
(2) ist zu sehen, dal (oto0_t) zur Teilchenzahl N
proportional ist. Eine Ausnahme bildet der Fall
k=0, fir den

ok0=[dio=N, N=(N),
U, (k=0) = (N?)—N (3)

gilt. Dieses anomale, wenn auch triviale Verhalten
von g,(f) fiir £=0 ist eine unmittelbare Folge
davon, daB g,(r) fiir |[t|— o nicht verschwindet.
Der asymptotisch konstante Anteil trigt fiir k=0
nichts, fiir k=0 dagegen sehr viel zu 0,(f) bei.
Den allein interessierenden Grenzwert von g, (f) fiir
k— 0 erhalt man, wenn man von 0, (1) entsprechend

up (1) = 05(1) —08° 20 (4)

(2)

den asymptotischen Grenzwert 05 abspaltet. Zunachst
gilt
k=F0:
also auch
lim g5 (8) =lim 3 (1) = uy(k=0) = [ drus(2). (6)

92 (F) =uy (), (5)

Bei u,(f) stimmt der Grenzwert mit dem Wert fiir
k=0 iberein, da u,(r) definitionsgemafl asympto-
tisch verschwindet, wie in (4) angegeben.

Fiir 03 erwartet man zunichst das Quadrat o?
der Einteilchendichte, da fiir lr[——>oo die Korrela-
tionen zwischen den Teilchen verschwinden. Fiir
Systeme mit fester Teilchenzahl unterscheidet sich
aber im allgemeinen 03> von ©? aus Normierungs-
griinden um eine zu N~! proportionale Konstante.

4 L.D. Laxpav u. E. M. Lirscurrz, Statistische Physik, Mos-
kau 1964.
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Zum Beispiel ist 0>(1 —N7!) die Paarverteilung
eines homogenen, klassischen idealen Gases. Sie ist
wie zu fordern auf N(N —1) normiert. Diese Kom-
plikation fallt weg fiir hinsichtlich der Teilchenzahl
offene Systeme, die durch eine groBkanonische Ver-
teilung beschrieben werden konnen. Die bei der
Bildung von Integralen storende N~!-Konstante
kann auch durch den (vor der Integration durchzu-
fihrenden!) Grenziibergang zu einem unendlich
groflen System beseitigt werden, also

uy (1) = [0:(1) _'92] grokan. = lim [0, (1) _'Q2]kanon.
N—>oo (7)

o=const
Benutzt man die groflkanonische Beschreibungsweise,
so hdngt das Volumenintegral von u,(r) auf Grund
der Bedeutung von g, als Paarverteilung nach

(AN)2 =N+ (N(N-1)) —N? (8)
=N+ffd71 dro[05 (11, 15) —0%] =N+ U [dru,(x)

mit dem Schwankungsquadrat (4N)?2 der Teilchen-
zahl in O zusammen. Fiir makroskopische U kann
das System im Teilvolumen andererseits durch eine
groBkanonische Verteilung beschrieben werden. Der
Logarithmus der groflen Zustandsumme

- [oxo “N—H | _ N—puy _ PU
T—lnSplexp o T }_lnSp{e }—kBT

9)

hat die angegebene thermodynamische Bedeutung,
vgl. etwa®. u ist das chemische Potential. Die mitt-
lere Teilchenzahl N (a) wird durch ubzw.a = u/kg T
bestimmt und umgekehrt. Die erste Ableitung von
¥ nach a liefert N, die zweite (4N)2, wie man bei
Ausfithrung dieser Differentiationen sofort erkennt.
Es gilt also
e ON _3NPan (9¥\~1y  kpT
@M= = = (3w) V= Gosor™
(10)
wobei im letzten Gleichheitszeichen der in (9) an-
gegebene Ausdruck fiir ¥ benutzt wurde. Aus (2),
(6) und dem Vergleich von (8) und (10) liest

man unmittelbar

kT
(3p/30)T
(11)

N-1lim(gro_t) =1+ j‘i}l us (1) =

=0

ab. Der Zusammenhang zwischen dem Grenzwert
der Schwankungsamplitude und der Kompressibilitat
gilt auch fiir Systeme fester Teilchenzahl. Die Rech-
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nung mit der groBkanonischen Verteilung dient nur
dazu, diejenigen Terme zu isolieren, die zu dem
Grenzwert (11) beitragen. Fir das zweite Gleich-
heitszeichen in (11) ist die genaue Definition (7)
von u, wesentlich. Dieser Zusammenhang mit der
Kompressibilitait wurde zuerst von OgrnsTEIN und
Zernike ® gefunden und kann zur Untersuchung
von Schwankungserscheinungen (kritische Opal-
eszenz) sowie zur Berechnung der Zustandsgleichung
aus der Paarverteilung verwendet werden.

k— 0 bezeichnet den Anwendungsbereich phéno-
menologisch-thermodynamischer Theorien. Es ist da-
her plausibel, da3 der Grenzwert (11) durch thermo-
dynamische GroBen dargestellt werden kann. Fir
CouromB-Plasmen mit Untergrund gilt das zweite
Gleichheitszeichen in (11) nicht; die hier auftreten-
den Besonderheiten werden in Abschnitt 4 diskutiert.

3. Auswertung der Momente

Die in I definierten Momente M und M3 konnen
fiir Dichteschwankungen allgemein ausgewertet wer-
den. Dazu wird die aus (1.2) folgende Darstellung

= [dreilr i&(r—r,,) = >e it (1)

der g; fiir ein System fester Teilchenzahl benutzt.
Aus (1) folgt durch Bildung der Ableitungen als
Vertauschungen mit H

yQ[— = *72
£

ETP”, Ty = Z—r,,

ikz”] .
+

.. kN2 < 1 o
0= (_' %) 2174 [pn, [Pm e lhz"]l (2)
£ 3L e,
Daraus kann zunachst M, zu
M) =i (lene-d)=2N| (3

berechnet werden. Die Auswertung des Kommutators
ist elementar. (3) stellt die seit langem bekannte
f-Summenregel der Oszillatorstarken dar, deren Be-
deutung fiir Vielteilchenprobleme von NoziEres und
Pines 2 erkannt wurde.

Erst kiirzlich betrachtete Purr3 die M3-Summen-
regel. Er zeigte, dall M3 durch die kinetische Energie

Ned. Akad.

5 L. S. Ornstein  u.  F. Zernike, Koninkl.
Wetenschap. Proc. 17, 795 [1914].
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und ein Integral iiber die Paarverteilung dargestellt
werden kann. M3 hiangt von der Teilchenwechsel-
wirkung ab. Die Auswertung der Vertauschung in

My(D) = [ (lene-)= MO+ M2 (4)

ist etwas miithsam, aber vollstindig elementar. Sie
soll hier kurz skizziert werden. Entsprechend den

beiden Anteilen von E}: in (2) besteht auch M3 aus

zwei verschiedenen Termen M und M;® . Fiir
M;W ergibt sich
MO = (2L)3k S (24 p.2+2R2 k)
= S ®)

== (kz) [2 Ekm'l‘
m
Zur Berechnung von M3® wird p, benétigt. Da
A 14
Pn= ";— [H, Pnl = T (6)
V= % Z' VUnm + z VnWand
n,m n

1’£2k2 N}.

keine Impulsoperatoren mehr enthalt, ist es mit

exp (i kz) vertauschbar und
@_ K /5 i
M3 2 m2 <n,zm h

RS giklam—zn) i
T m? \n,me h

[I;n e~ [p, e+ikz,,.]+ ]>

(7)
{[I"m Pm]_ +hk I;n 6ﬂm}>

vereinfacht sich wie angegeben. Der 9,,,-Term ver-
schwindet wegen (p,) = 0. Das Ergebnis

M@ eik(@m—z) OV
< Z In aitm (8)
_ K eik(@m—z)] OVmn \
m? <ngm [1- ] Qam? /

kann als Mittelwert einer Summe iiber alle Teilchen-
paare geschrieben werden. Das Wandpotential von
(6) trigt zu M;® nur einen vernachldssigharen
Oberfliachenterm bei. M;® 14Bt sich nach

(2)—2') jd‘t@(r [1—coskx] iﬂ'l
=N () 1(k)

9)

als Funktional der Paarverteilung o, darstellen. Fiir
grofle k geht J(k) wie k2 nach Null. Fiir Wechsel-
wirkungen mit abstoflendem Potentialkern trégt der
cos kz-Term zu diesem asymptotischen Verhalten
nichts bei, im Anhang werden diese Fragen genauer
untersucht. Fiir £— O strebt /(%) einem Grenzwert
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zu, fiir den man

Jo = lim J (k)
k=0

dr . 1 %y
=j = gg(r)gmé —~[1—coskx] = 32 (10)

. 1 dr 2 8 v

2 J‘-Q 0:(r) » 322
erhélt. Zur Durchfithrung des Grenziibergangs unter
dem Integral sieche Anhang. Die Ausfiihrung der
Winkelintegrationen in (10) gibt

_1 2dv i 2 dv
]0—10“ . r “r :l

T3 dr
Damit dieses Integral existiert, muf} das Potential
v(r) fiir groBe r stirker als 1/r3 abfallen. Systeme
mit CouLoms-Wechselwirkung erfordern eine beson-
dere Behandlung, die im néachsten Abschnitt vorge-
nommen wird. Wegen (3), (4) und (9) erhélt man

fur M,

-05(r) (11)

M, 0
(12)

My=M, ¥ |2 Bun | BE

N +](k)

als endgiiltigen Ausdruck. Q wurde als Abkiirzung
fir die eckige Klammer in (12) eingefiihrt.

Prinzipiell konnen auch die hoheren Momente
My... nach dem eben beschriebenen Schema aus-
gewertet werden. Es treten dann jedoch Mehrfach-
summen auf, deren Berechnung die Kenntnis der
Tripelverteilung und hoherer Verteilungen erfordert.
Damit werden in die Theorie nur neue, im allge-
meinen unbekannte Funktionen eingefiihrt. Die Paar-
verteilung ist vor allen anderen Verteilungen durch
ihre in den Abschnitten 1 und 2 dargestellten ein-
fachen Zusammenhinge mit den Dichteschwankun-
gen und der Zustandsgleichung ausgezeichnet.

Von den N-Momenten hidngt Ny= (ot o-¢) tber
(2.2) direkt mit der Paarverteilung zusammen. N, ,
das bereits von Huane und Kreix ¢ betrachtet wurde,
wird durch

= (3 [ot,0 -1)
<z [pns e ik:r,.] (P> 1Axm]>

(13)

8m2

6 K. Huane u. A.Kieiy, Ann. Phys.
[1964].

New York 30, 203
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bestimmt. Die Auswertung der Plusvertauschungen
liefert

m m 4m (14)
ol —ik(@a—am)] \
- ngm [Pn Pms € ;l 7

Der letzte Term ist nicht auf Impuls- und Paarver-
teilung zuriickfithrbar, sondern erfordert zu seiner
Berechnung die vollstindige Zweiteilchen-Dichtema-
trix. Eine entscheidende Vereinfachung bringt jedoch
der klassische Grenzfall. Dann konnen die Impuls-
mittelungen unabhéngig von den Mittelungen im
Koordinatenraum durchgefithrt werden. Auflerdem
sind alle Impulse voneinander statistisch unabhéngig,
so daB der letzte Term von (14) wegen n == m und
{pn) =0 verschwindet. Aus dem klassischen Grenz-
fall des FDT, siehe [I (1.13)], ergibt sich fiir No/M,
der klassische Grenzwert kg T, vgl. [I (3.13)]. Zu-
sammen mit (14) folgt daraus

h—0: kBT=

K2lm 2 )
M ”3 Ekm- (15)

1
Andererseits gilt der klassische Gleichverteilungssatz
h—0: Eyin=3NkgT (16)

Der Vergleich von (15) und (16) zeigt, dall M,
gerade den in (3) angegebenen Wert N k*>/m haben
muf}, damit der Gleichverteilungssatz aus (15) folgt.
Das ist fiir beliebige Dichten und Temperaturen nur
dann moglich, wenn die dem Kommutator von (3)
entsprechende Poisson-Klammer bereits den Zahlen-
wert M, (statt einer Funktion der Orte und Impulse)
hat. Die allgemeine Auswertung in (3) zeigt, dal}
dariiber hinaus auch der quantenmechanische Kom-
mutator diesen Wert besitzt.

Nach dem Vorgehen von Huane und Kieixé
kann von N, ein dem letzten, nicht auswertbaren
Term in (14) &hnlicher Ausdruck abgespalten wer-
den, der sicher positiv ist. Jedoch fithrt die sich
daraus ergebende untere Grenze fiir N, bei Kom-
bination mit den I betrachteten Momentenunglei-
chungen lediglich zu einer Ungleichung fiir (0;0_¢t),
die fiir alle k& schwicher als die in Abschnitt 6 ab-
geleitete Ungleichung (B) ist. N, wird daher hier
nicht weiter untersucht.

4. Plasma mit Untergrund

Aus Teilchen einer Sorte mit Couroms-Wechsel-
wirkung konnen keine ausgedehnten homogenen
Systeme aufgebaut werden. Dazu ist vielmehr er-
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forderlich, daB durch mindestens zwei verschiedene
Komponenten mit entgegengesetztem Ladungsvor-
zeichen fiir die elektrische Neutralitit des Gesamt-
systems und damit auch fir die Neutralitit im
Mittel von Teilen des Plasmas gesorgt wird. Da die
Theorie bisher nur fiir einkomponentige Systeme
entwickelt wurde, beschrinken wir uns auf die Dis-
kussion eines Plasmas, dessen Neutralitit durch einen
homogenen ,Untergrund“ gewahrt wird. Dieses
Modell ist brauchbar fiir ein Elektronengas, wobei
die viel schwereren Ionen durch den positiven Unter-
grund idealisiert werden. Die potentielle Energie des
Elektronengases mit Untergrund enthélt dann neben
der Elektron-Elektron-Wechselwirkung noch die Wech-
selwirkung der Elektronen mit dem Untergrund und
die elektrische Wechselwirkungsenergie der Unter-
grundladungen. Zum Hamirton-Operator des Systems
tritt also der Term

= — Z fdr v(|t,—1"))
+%o-ffdtdt v(jr—1")),

v(r) = ez/(4:zeo r) = e€r

(1)

hinzu. Die Integrationen laufen iiber das betrachtete
Plasmavolumen 0.

Die Dichte o in (1) ist eine Eigenschaft des
Untergrunds. Sie ist daher auch bei Schwankungen
der Elektronenzahl in U gleich dem Verhiltnis von
mittlerer Teilchenzahl und Volumen. Damit hingt
der Hamirron-Operator von der mittleren Teilchen-
zahl ab. Das fiithrt dazu, da} der wichtige Zusammen-
hang (2.11) zwischen Paarverteilung und Kom-
pressibilitdt nicht mehr gilt. Von vorherein ist zu
erwarten, daB bei einem Plasma mit Untergrund
anomal kleine Teilchenzahlschwankungen auftreten.
Denn der festgehaltene Untergrund stabilisiert auf
Grund der langreichweitigen Couroms-Wechselwir-
kung auch die Teilchenzahl der beweglichen Ladungs-
trager. Schwankungen der Teilchenzahl sind daher
nur in einer Oberflichenschicht des Teilvolumens
zu erwarten. Der eben diskutierte Effekt ist natiirlich
physikalisch nicht real, sondern lediglich eine Folge
der Idealisierung eines Zweikomponentensystems
durch ein Einkomponentensystem mit Untergrund.

Die explizite Rechnung bestitigt die qualitative
Diskussion. Die beiden Ausgangsbeziehungen (2.8)
und (2.9) zur Herleitung von (2.11) bleiben giiltig.
Bei Bildung der Ableitungen von ¥ nach a muf
aber nun beachtet werden, dal die Energien iiber
die in (1) auftretende Untergrunddichte o = N (a) /U
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ebenfalls vom chemischen Potential bzw. von a ab-
héangen. Fiir die erste Ableitung ergibt sich

4 3N 3E
i e T (2)
E=(H), N=(N), pf=1/ksT.
Nun ist
E _ /SH\ _ /3Vu\
N \an/ \an/
—L@jdz'v(lrﬂ—r’]» (3)

1 N ’ ’ ’
+oT sz &’ v(t' 1)) .
Beide Ausdriicke kompensieren sich, es gilt also
JE/QN =0. Bildet man nun die zweite Ableitung

von ¥, so entsteht
Y 3N

aN/ S3H
B da = (AN)*- 8 N 81V> (4)
mit
<1V§fi>=(1\7(_19+1v)) H dt;)?”v(lr’—r"i)
- (AN | [ == (NP4, ()

Dabei wurde die gesamte Mittelung in zwei Schritten
durchgefiihrt, zunachst die mit dem doppelten Volu-
menintegral in der ersten Zeile bereits vollzogene
Mittelung iiber alle Verteilungen mit jeweils fester
Teilchenzahl, danach in der zweiten Zeile die Mitte-
lung iiber alle Teilchenzahlen. Aus (4) und (5) folgt

dN/3a
145 A(3N/3a)

kBT /
B ~0U | 6)

OdN/Qa ist der alte Ausdruck (2.10) fiir (4AN)? bei
Systemen ohne Untergrund, der mit der Kompres-
sibilitdt zusammenhingt. SN/Ja ist proportional zu
U. A ist proportional zu U~13, wie bereits eine
einfache Dimensionsbetrachtung zeigt. Daher kann
die 1 im Nenner von (6) vernachlassigt werden.
Das Schwankungsquadrat ist proportional zu UY3.
Die Schwankungen der Teilchenzahl sind erwartungs-
gemdll auf eine Oberflachenschicht begrenzt. Es be-
steht kein Zusammenhang zwischen (4N)2 und
Jp/3o. Die 1 konnte nicht vernachlissigt werden
bei Wechselwirkungen endlicher Reichweite, da dann
A ~ U7 ist. Die Schwankungen bleiben in diesem
Fall normal. Die einschneidende Stabilisierung der
Teilchenzahl entsteht also erst durch das Zusammen-
wirken von Untergrund und unendlicher Reichweite.

Der Ausdruck (6) fir das Schwankungsquadrat
zeigt eine mathematisch interessante Eigenschaft.
Die beiden Grenziiberginge zu einem unendlich gro-

(4N)2 =

IIZ
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en System einerseits und zu einem wechselwirkungs-
freien System andererseits sind nicht vertauschbar:

AM? _ Jjy (4M)?
N p—>o N ideal”

lim lim @M* _ im0 = 0.
e?—>0 g—>oo N e:—0
Bei der iiblichen Vernachldssigung aller Oberflachen-
effekte (periodische Randbedingungen) fiihrt also
beim Plasma der Grenziibergang e — 0 nicht auf
das Schwankungsquadrat des idealen Gases. Das
unterstreicht die Notwendigkeit mathematischer Sorg-
falt bei der theoretischen Behandlung von Plasmen.
Es zwingt aber nicht zu der Annahme, daf} auch fiir
die Struktur des Plasmas charakteristischere Groflen
wie die Paarverteilung selbst ein anomales Verhalten
zeigen miissen. Als Modell hierfiir kann die DeByE-
HickeL-Naherung (siehe etwa?),
u, (r) 1 kg T
7 4al o= dneto

lim lim

p—> e?—0

(7)

== e—"/ln 5

0 47ip?r. )

fiir u, beim klassischen Plasma dienen. Ap ist der
Desve-Radius. u, geht mit € nach Null, also in die
u,-Funktion des idealen Gases iiber. Aber gleich-
zeitig behalt das fiir (4N)2 mafligebende Integral

[en]

dr Cdrr
—_— = — — e D — _1
e " J Ap?

9)
unabhéngig von der Wechselwirkung den Wert —1
bei. Das ist eine Folge der bei e — 0 unbeschrankt
anwachsenden Reichweite von u,. Dieser Effekt ist
jedoch fiir die meisten GroBen, so fiir die potentielle
Energie, belanglos.

Der Wert —1 in (9) ist nicht zufdllig. Da nam-
lich das Schwankungsquadrat nur zu U'3 proportio-
nal ist, muB das Integral von u,/¢ unbedingt den
Wert —1 haben, um in dem allgemeinen Ausdruck
(2.8) den linearen Anteil N zu kompensieren. Das
Ergebnis von (9) ist daher sowohl fiir klassische
wie fiir Quantenplasmen exakt giiltig. Von Brour
und CarrurHERS 7 wurde bereits darauf hingewiesen,
dal} die DeBve-Hicker-Naherung fiir das klassische
Plasma die Bedingung (9) befriedigt. Allerdings

halten diese Autoren diesen Test fiir anwendbar bei
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beliebigen Systemen, was fiir eine u,-Funktion ohne
asymptotisch konstante Terme, vgl. die Diskussion
in Abschnitt 2, nicht zutrifft. Es handelt sich viel-
mehr um eine Ausnahmestellung der Plasmen mit
Untergrund.

Fiir ein System mit fester Teilchenzahl folgt (9)
aus der Normierung der Paarverteilung 0, auf
N(N —1). Im allgemeinen wird der Wert —1 dann
jedoch durch die in Abschnitt 2 erwéahnten zu N1
proportionalen Anteile von u, erzwungen. Aus (9)
folgt also, dal beim Plasma mit Untergrund keine
solchen N~ !.Terme auftreten. In (2.4) ist dann
auch bei fester Teilchenzahl 05° = 2.

Der Untergrundanteil (1) der potentiellen Energie
gibt einen Beitrag M3" zu dem in (3.8) definierten
Wechselwirkungsanteil M3 von M;. Die Selbst-
energie des Untergrunds liefert als Konstante nichts.
Die Elektron-Untergrund-Wechselwirkung gibt

2 2 ’ ’
M= — k_@%ﬂ jdt v(t-1D) 0

m?
== ,’:—; 0* jdﬁ éa?j{ f dry vy,
Damit erhilt M;® die Form
My® =2 j j dr, dr,

) _ _ o2} S
{e2(r) [1—coska] —g®} °7 %, t

(11)
T

[l

Wegen der groBlen Reichweite von v konnen diese
Ausdriicke nicht ohne weiteres auf bis ins Unendliche
erstreckte Integrale iiber die Differenzkoordinaten
zuriickgefithrt werden. In (11) kompensiert aber
der Untergrundterm einen analogen Elektronenterm.

Damit vereinfacht sich (11) zu
M= E j j dr, dzy {us(r) [1 = cos k]

—o0%coskx} s (12)
Qx?

Nach der an (9) anschlieBenden Diskussion ver-

schwindet u, asymptotisch. Im ersten Glied ermog-

licht die endliche Reichweite von u, den Ubergang

zu Relativkoordinaten mit unendlichen Integrations-

grenzen. Der zweite Term wird wie folgt umgeformt

”drl dvycos k gi'; =“dzl dr, {-%[cos (k2) v(r)] +2k -a%:[sin(k 2) v(r)] — k2 cos (k) v (r)}. (13)

In dieser Form fiihrt der Ubergang zu Relativ-

koordinaten einfach auf die Fourier-Transformierte

7 R. Brout u. P. CarrutnErs, Lectures on the Many-Electron Problem, Interscience Publishers, New York 1963.
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v(k) =4 7€2/k?* des CouLoms-Potentials

jdrl[ S p(k)+2k S 0—Ko(k)|=—UVkvk).
Oz,? dz,

(14)
Der erste Term in (14) verschwindet, da das Integral
iiber die Relativkoordinaten ein von 1, unabhingiges
Resultat liefert. (Strenggenommen entsteht bei end-
lichen Systemen ein zu vernachlassigender Ober-
flichenterm, entsprechendes gilt fiir den zweiten
Term.) Zu der in (3.9) definierten GroBe J(k), die
hier mit J,(k) bezeichnet wird, liefert also nur der
dritte Term einen Beitrag, insgesamt entsteht

Tk = (5} M=

k2 N (15)
1 dr 3w
=;27j79 us[1 —cos k z] 3 +ov(k).

Der erste Anteil von (15) unterscheidet sich von
(3.9) nur dadurch, daB3 auf Grund der kompensie-
renden Wirkung des Untergrunds o0, durch u, ersetzt
ist. Der Grenzwert dieses Terms fir £— O ist end-
lich, genau wie bei Potentialen normaler Reichweite.
Dagegen divergiert der zweite Term und damit auch
Jo(k) insgesamt fiir £— 0. Das ist eine Folge der
groflen Reichweite des Couroms-Potentials, die durch
den Untergrund nur teilweise, namlich in den Dia-
gonalgliedern m=n der ersten Zeile von (3.8),
kompensiert wird. Im néchsten Abschnitt wird ge-
zeigt, da} kollektive Anregungen vom Typ der Plas-
maschwingungen unmoglich sind, solange J(k) fir
k— 0 endlich bleibt.

Das Integral in (15) wird im Anhang untersucht.
Fiir £— 0 nimmt es den Wert 1% E,ot/N an, wie man
auch direkt aus (15) durch den zu (3.10) analogen
Grenziibergang ableiten kann. Fiir £— o erhilt
man den einfachen Ausdruck

Lk st2ge 14 2 8O (6)

k— o a 3 g

fiir den asymptotischen Verlauf von J. (k).

5. Dichteschwankungen groer Wellenlinge

Von den in! abgeleiteten Ungleichungen erweisen
sich bei Beachtung der iiber die einzelnen Momente
vorliegenden Kenntnisse die folgenden als nutzlich:

ksTM_ SN, <kgTM_,+ 3hVM_, M,,
ks TM S Ny < kg TM,+ R VM M,
M—1M32 M123 (1)

No= 45 M VM, /M5,
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Als erste Anwendung soll das Verhalten von Dichte-
schwankungen groBer Wellenlinge untersucht wer-
den. Nach den ersten beiden Ungleichungen kann
No/M_; hochstens um & & VM,/M_; und N»/M,
hochstens um 4 h VM3/M; vom klassischen Wert
kg T abweichen. Nach (3.3) und (3.12) enthalten
beide Wurzelausdriicke

SRYMM_,= s hkVNmM_,,
YRVMy/M, = % hEkVQ/m (2)

einen Faktor k. Sie gehen fir £— 0 mit % linear
gegen Null, falls M _; und Q endliche Grenzwerte
annehmen. Q (k) hat fiir £ — 0 den Grenzwert

QO=2Ekin/N+]07 (3)

wobei J in (3.10) definiert wurde. Fiir Systeme mit
Wechselwirkungen endlicher Reichweite ist J, end-
lich. Falls nun

3hEVQym <kgT (4)

ist, also fiir grole Wellenlidngen, hat auch bei einem
quantenmechanischen System N,/M, (fast) den klas-
sischen Wert kg 7. Auf jeden Fall ist dann

lim Ny/M, = kg T . (5)
k—>0

Das bedeutet, daB3 der klassische Grenzfall des FDT
[T (1.13)] erreicht wird. Dazu ist notig, daB die
Schwankungen groler Wellenldnge nur mit so klei-
nen Frequenzen erfolgen, dafl fiur alle zu den
Momenten N, und M, wesentlich beitragenden Fre-
quenzen ko <kgT gilt. Geht aulerdem noch die
Temperatur nach Null, so ist die Funktion a;” fiir
kleine k bei kleinen Frequenzen konzentriert. Der
Fall T =0 wird anschliefend noch direkt untersucht.

Wegen der dritten Ungleichung in (1) ist der
zweite Wurzelausdruck in (2) immer grofer als der ~
erste. Geht M;/M, nach Null, so gilt das also erst
recht fiir M;/M _, . Daraus folgt

lim No/M_, = ks T,
k=0
No=(oro-t), M_;=0,. (6)

Der Grenzwert von (gf 0_¢) wurde in (2.11) auf die
Kompressibilitdt zuriickgefithrt. Aus dem Vergleich
von (6) mit (2.11) ergibt sich

lim «
k-0

_ N
*T @p/de)T (7)

fiir den Grenzwert der statischen Suszeptibilitat, der
also insbhesondere ebenfalls endlich ist. Da die Tem-
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peratur in (7) gar nicht mehr vorkommt, gilt diese
Beziehung auch noch fiir 7=0. In (2) kann M_,
=ay fir £— 0 durch den Grenzwert (7) ersetzt
werden. Solange also
YhkV(1m) (3p/30)r < ks T (8)

gilt, kann der klassische Zusammenhang (0;0_¢)
=ay kg T zwischen N, uid a, benutzt werden. Die
Bedingung (8) ist analog zu (4). Sie ist leichter
anwendbar und wegen (7) aullerdem schwicher als
(4). Das heiBt, daB No/M_, den Grenzwert kpT
rascher erreicht als N,/M,. Das ist plausibel, da
Ns/M, ein Verhiltnis von zwei Momenten héherer
Ordnung darstellt als No/M_; und zu Momenten
hoherer Ordnung die groBeren Frequenzen stirker
beitragen.

Von besonderem Interesse ist der Fall 7 =0. Mit
dem FDT [I (1.13)] fiir T =0 erhalten die beiden
Ungleichungen fiir No/M _; und Ny/M, die Form

0< 7‘;1’9, . jdwa;'/f@ i
=q 2 (0]

S1REVQy/m,
wobei in den Wurzelausdriicken gleich die Grenz-

werte fir k— 0 eingesetzt wurden. In kiirzerer
Schreibweise gilt also

o vk, vV =VQy/m,

@*1° Svgk, vo=V(1/m)(3p/3e) (10)
fiir die beiden Frequenzmittelwerte. Die Mittelungs-
funktionen w a”” und o”/w sind neben den Mitte-
lungsstrichen angegeben. vs ist die normale Schall-
geschwindigkeit. v” ist wegen der dritten Ungleichung
aus (1) eine groflere Geschwindigkeit.

Die Beziehungen (10) enthalten Aussagen iiber
die mit Dichteschwankungen verkniipften elemen-
taren Anregungen. Falls namlich die Spektralfunk-
tion wa” fir k— 0 ein Resonanzverhalten zeigt,
so mufl die Resonanzfrequenz w, ebenso wie die
in (10) betrachteten Frequenzmittelwerte mit £
nach Null gehen. Ein etwa zu A proportionaler
Verlauf kann zunéchst nicht ausgeschlossen werden.
Die experimentellen Resultate und die fir konkrete
Systeme durchgefithrten Naherungsrechnungen zei-
gen aber sdmtlich einen linearen Zusammenhang
zwischen w, und k. Flussiges He* besitzt fiir £— 0
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normale Schallquanten mit w,=vsk als elementare
Anregungen. Der Nullschall 8 in fliissigem He? zeigt
fiir £k— O ebenfalls eine lineare Dispersionsrelation
mit einer groBeren Schallgeschwindigkeit als die des
normalen Schalls. Es sei betont, da} iiber die Natur
von Einteilchenanregungen hier keinerlei Aussagen
gemacht werden. Insbesondere hat daher das Auf-
treten einer Energieliicke im Spektrum dieser An-
regungen bei superfluiden und supraleitenden Syste-
men mit den hier diskutierten Dichteschwankungen
nichts zu tun.

Die in (10) betrachteten Frequenzmittelwerte
héingen noch empfindlich vom Verhalten von o’ fiir
grole Frequenzen ab. Daher ist ein quantitativer
Vergleich mit der Resonanzfrequenz, der zu Aus-
sagen iber die Schallgeschwindigkeit fithren wiirde,
nicht moglich. Versucht man zum Beispiel, den Ver-
lauf von w a” durch eine einzige Polstelle in der
unteren Frequenzhalbebene, deren Lage Resonanz-
frequenz und Dampfung wiedergibt, zu beschreiben,
so divergiert @**" und der Wert von @* "/ hingt
immer noch empfindlich von dieser Naherungsan-
nahme ab. Dieses Ergebnis zeigt den relativ starken
EinfluB des an die Resonanz nach gréBeren Fre-
quenzen hin anschlieBenden ,,Schwanzes“ von a”
auf @“*". Daher sollte der mit w a” gebildete Fre-
quenzmittelwert éber der Resonanzfrequenz liegen:

o, <o Z'k. (11)

Die Schallgeschwindigkeit der kollektiven Anregun-
gen sollte also v” nicht iiberschreiten.

Wesentlich andere Ergebnisse ergeben sich fiir ein
Plasma. Nach (4.15) wird J.(k) und damit auch
Q (k) fir £— O durch den divergenten Term

1k > ou(k) = 22" 1 _ oy

moe e (12

bestimmt. Damit ist

lim ]/E =lim ® /E:QYIJ _ hop (13)
k02 V My k>0 2 ¥ m 2

auch fiir k=0 endlich. w, ist die Plasmafrequenz.
An die Stelle von (5) tritt nun

kT <lime S kpT+ thowp, i=¢(w,T). (14)
&= N,/M, ist nach [I (2.13)] die mit den Oszillator-

stirken gemittelte Oszillatorenenergie &(w,T), die
im Zusammenhang mit dem FDT [I (1.13)] einge-
fiihrt und definiert wurde. Die in I gegebene Ab-

8 A. A. Asrikosow u. J. M. Kuararsikow, Repts. Progr.

Physics 22, 329 [1959].
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schatzung fiir coth » bedeutet fiir & (w, T)

{kBT
hw/2

h w/2 ist die quantenmechanische Nullpunktsenergie.
Der Vergleich dieser rein mathematischen, von den
Stabilitdtsbedingungen unabhéngigen Beziehung mit
(12) macht deutlich, daB} fiir k— 0 das Amftreten
einer scharfen Resonanz in a;” bei der Plasma-
frequenz wp mit der Stabilitdtsbedingung vertréglich
ist, und zwar unabhingig von der Temperatur.
Natiirlich kann daraus noch nicht geschlossen werden,
dafl diese Moglichkeit auch verwirklicht wird. Das
ist aber bekanntlich der Fall. Das Stabilitatskriterium
zeigt deutlich, dafl die anomale Reichweite der
Couroms-Wechselwirkung eine notwendige Voraus-
setzung fiir das Auftreten von kollektiven Anregun-
gen mit fiir £ — 0 endlicher Frequenz ist. Fiir 7=0
lautet (14) einfach

il é wp,

}§8(w9T)§kBT+hw/25 (15)

(16)

analog zu (10)
Um einen Widerspruch zu vermeiden, muf} im
Couroms-Fall auch die fiir No/M_; geltende Un-
gleichung fiir £— 0 endliche Frequenzen zulassen.
Das ist wegen (2) nur moglich, wenn M _; = a, fiir
k— 0 nach Null geht. Das Verschwinden der stati-
schen Suszeptibilitat fiir sehr groBe Wellenldngen
kann direkt verstanden werden: o, kann aus der
Forderung bestimmt werden, daf} die Energieinde-
rung bei Stérung durch ein dufleres Potential mini-
mal ist. Diese Energiedanderung besteht aus zwei
Anteilen: der Wechselwirkungsenergie der induzier-
ten Dichteanderung mit dem dufleren Feld und der
elektrostatischen Selbstwechselwirkung der induzier-
ten Dichteanderung. Diese ist bei Beachtung von
(1.9)
Ew= %jdf Qina Vina= % (l) 2

4ne

lale. ()
Bleibta fiir £ — 0 endlich, so divergiert Ey . Da die
Wechselwirkungsenergie mit dem &ufleren Feld end-
lich bleibt, folgt aus der Forderung minimaler
Energie 01— 0, also ag— 0.

Eine fir k— 0 endliche statische Suszeptibilitat
wiirde nach (1.10) zu einer wegen v (k) ~ k2
singuldren reziproken Dielektrizitdtskonstante fiih-
ren. Das macht nochmals deutlich, dal dadurch eine
unphysikalische, anomal starke Reaktion des Plas-
mas auf duBlere Storungen grofler Wellenlange be-
schrieben wiirde.
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Fiir Systeme im Grundzustand, 7 =0, gilt die
erste Ungleichung von (1) in der vereinfachten
Form

—0- {ero-n
T=0: 0 % (18)
h1/aM, _ _hE2
= 2 l/ '}vfl’ =~ Ym@pfde)

Dabei ist fiir kleine k& wieder a, durch seinen Grenz-
wert (7) ersetzt worden. (g;0_¢) geht mit k£ nach
Null. Die Ungleichung (18) ist erstmals von ONsAGER
abgeleitet worden. Eine auf Onsacer zuriickgehende,
von vornherein auf Systeme im Grundzustand be-
schrankte Ableitung wurde von Price ? veroffentlicht.
Eine etwas andere Ableitung gaben Huanc und
Kiein® durch eine geschickte Kombination der
Momente M _; , Ny und M, .

Fiir 790 kann man in der ersten Ungleichung
von (1) nicht den zu k proportionalen Term bei-
behalten und gleichzeitig @, neben kg7 durch den
Grenzwert (7) ersetzen. Das ist der Grund fiir die
Beschriankung auf den Grundzustand in (18).

Bei Beachtung von (7) liefert die dritte Un-
gleichung von (1) im Grenzfall £— 0 ein nicht-
triviales Resultat, niamlich

Sp _ o Exin
‘ (897>T§ 00—2*1\',* +Jo

(19)

Diese Ungleichung ist der Stabilitdtsbedingung des
in 10 untersuchten Volumentests sehr dhnlich. Diese
Ahnlichkeit tritt besonders klar hervor, wenn man
Jo von (3.11) in der Form

Jo= 5N<< ) V~“<z§‘)V\

=3 (20)

darstellt. Dabei hat, abweichend von allen anderen
Gleichungen dieser Arbeit, z die in !® benutzte sym-
bolische Bedeutung. Eliminiert man in (19) noch
die kinetische Energie mittels des Virialsatzes, so
erhalten die beiden zu vergleichenden Ungleichungen
die Form

Volumentest

(- Spmyerst 2o()-2(= 2 pm)
a’-Test: (21)
= _%7)2V/N>+ 152 2 5( gi)T 2= %)V/N>

9 P. J. Price, Phys. Rev. 94, 257 [1954].
10 R. LEnk, Z. Naturforschg. 21 a, 1547 [1966].
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Die adiabatische Kompressibilitat ist immer grofer
als die isotherme, vgl. die Beziehung (1.22) aus!?
Ist auBerdem ((x3/3z)V/N) positiv, so ist die
rechte Seite der Volumentest-Ungleichung sicher
groBer als die rechte Seite der a”’-Test-Ungleichung.
Der Volumentest wire dann stirker als der neue
o’"-Test. Fiir Wechselwirkungspotentiale mit absto-
Bendem Kern ist allerdings gerade ((x3/3x) V/N)
<0 zu erwarten. Denn — (r dv/dr) stellt eine Funk-
tion mit einem gegeniiber v in der Ausdehnung
wesentlich vergrofertem AbstoSungsbereich dar, der
bei Mittelung mit der zu v gehérenden Paarverteilung

[o5) v

fiithren sollte. In diesem Fall kann von vornherein
nicht entschieden werden, welche der beiden in (21)
angegebenen Bedingungen stirker ist. Beim Ver-
gleich ist zu beachten, daf} der in !° begriindete
Volumentest seiner allgemeinen Herleitung entspre-
chend auch fiir mehrkomponentige Systeme mit be-
liebigen Wechselwirkungen gilt, wihrend der a”-Test
in der angegebenen Form auf einkomponentige
Systeme beschrinkt und auf Plasmen mit Unter-
grund nicht anwendbar ist.

zu einem positiven Erwartungswert von —

6. Untere Grenzen der Dichteschwankungen

Fir a;, und N, existieren, auler fir den im
vorigen Abschnitt untersuchten Grenzfall k—- 0,
keine brauchbaren Ausdriicke. Insbesondere lassen
sich diese beiden Momente nicht auf die Paarver-
teilung zurtickfithren. Diese Groflen miissen also in
systematischer Weise aus dem System der in! ab-
geleiteten Ungleichungen, zu denen noch die in Ab-
schnitt 3 erwihnte untere Grenze fiir N, hinzukommt,
eliminiert werden. Ein solches systematisches Ver-
fahren, das hier nicht dargestellt wird, liefert zu-
nachst einige tiberfliissige, weil auf andere zuriick-
fihrbare Beziehungen. Die beiden einzigen vonein-
ander unabhéngigen Ungleichungen folgen aus (5.1),
wenn man aus der ersten und dritten @, eliminiert.
Die zweite liefert nichts, die vierte ist ohne weitere
Umformungen geeignet. Insgesamt sind damit fiir
N, zwei verschiedene untere Grenzen gegeben, nam-

lich

(A): e
] = NM,, .
h
®): Tz 1)

& = h2 E/Am.
Die Grofie Q (k) wurde in (3.12) definiert.
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Beim Ubergang zu klassischen Systemen bleibt

nur die Ungleichung (A) nicht-trivial. Sie lautet

dann ausfiihrlich

h—0: Qio-t)y, kT 2)
N = 3kgT+Ik)’

wobei der Gleichverteilungssatz benutzt wurde. Beim
idealen Gas wird die linke Seite 1 nach (2.2), die
rechte Seite erhilt mit /=0 den Wert 1/3, (2) ist
also erfiillt. Fir k— 0 erhidlt man einfach die
klassische Form der schon im vorigen Abschnitt
diskutierten Kompressibilitits-Ungleichung (5.19).
Fir grofie k kann J(k) neben 3 kg T vernachlassigt

werden, und (2) vereinfacht sich zu

k> oo o) =+
o) _w® > _ 2 (3)
0 o — 3

Da andererseits die Fourier-Transformierte der
Paarverteilung fiir grofle k£ verschwindet, enthalt (3)
nur eine triviale Aussage. Die wesentlichen Ein-
schrankungen liefert (2) fiir kleine £-Werte, ins-
besondere fiir £—- 0.

<0 0-4>/N

Abb. 1.

Bei quantenmechanischen Systemen liefert die
eben im klassischen Grenzfall diskutierte Unglei-
chung (A) fir £— 0 wieder die Kompressibilitats-
Ungleichung (5.19). Fir grofle k gilt Q=2¢;, so
daB kp T/Q mit k2 verschwindet. Die untere Grenze
fiir No/N hat quantitativ den Verlauf der Kurve A
der Abb. 1. Die durch (B) gegebene Grenzkurve be-
ginnt linear mit £ und geht asymptotisch gegen 1,
genauer

1/5/» ~ i &k . ~1-
£k+2 Exin/[N

daraus folgt

Ekm
Ve’ (4)

05 (k)

k_)OOZ —_ =—ru2(k)

. { ‘4mEkin 1 (5)

= RN R

A

Der entsprechende qualitative Verlauf der Grenz-
kurve B ist ebenfalls aus der Abbildung zu ent-
nehmen. Man erkennt, da A fiir kleine k£ und B
fir grofle k die schiarfere Bedingung darstellt. Das
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erlaubte Gebiet ist in der Abbildung schraffiert. Die
beiden Ungleichungen (A) und (B) sind voneinan-
der unabhingig. Sie geben untere Grenzen fiir die
Schwankungen der Teilchendichte, die bei (A) durch
die endliche Temperatur des Mediums (thermische
Fluktuationen) und bei (B) durch Quanteneffekte
(Quantenfluktuationen) bedingt sind.

Eine Sonderstellung nimmt wieder das Plasma
mit Untergrund ein. Wegen der in Abschnitt4 dis-
kutierten Divergenz von J.(k) fir k— 0 geben
beide Ungleichungen Grenzkurven, die wie in Abb. 2
dargestellt durch den Nullpunkt gehen und dort mit
einem quadratischen Verlauf beginnen:

kE—0:
. kT  RBBT kBT g2 __ g 2}
A): BL 2L~ BT B=ktk, (6
B): Y BE

) 2V4né2@rlt

Ap ist gerade der DeBvE-Radius des klassischen Plas-
mas. A kann mit dem Abschirmradius im Tuomas-
Fermr-Modell in Verbindung gebracht werden. Das
elektrostatische Feld einer ruhenden Ladung wird
in einem Fermi-Gas mit Couroms-Wechselwirkung
abgeschirmt. Der zugehorige Abschirmradius, vgl.
etwa’, ist

h kp 1
3 Vanelom
h kp ist der FErmi-Grenzimpuls. Aus (6) und (7)
folgt

A2 = (V3[2) dqp g, Ap=1/kp. (8)

Im Quantenplasma tritt also die Linge VArp Ar an
die Stelle des Desye-Radius.

(7)

<es0->/N
1

Abb. 2.

Wegen der in (4.9) formulierten Normierung von
us/o auf —1 beginnt auch (g;0_¢) mit einem zu k®
proportionalen Term, namlich

1 d bl
N (0r0_t) = j?tuz[e'r— 1]

ng dr _ 2=i_22
N,,fj_.é»-( ug) 12 =SR2,

k—0: 9)

Die beiden Ungleichungen (A) und (B) machen also
im Couroms-Fall bei £— 0 Aussagen iiber die Reich-
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weite der Paarkorrelationen, fiir die 72 offensichtlich
ein Maf} ist. Es gelten die Ungleichungen

Azt 4tz A (10)

Fiir ein klassisches Plasma miissen also Korrelatio-
nen mindestens iiber Entfernungen von der Grofen-
ordnung des Desve-Radius erfolgen. Dieser tritt
hier zwanglos und unabhingig von einem speziellen
Naherungsverfahren als charakteristische Lange auf.
Die entsprechende Liinge VArp A im Quantenplasma
stellt das geometrische Mittel zweier Korrelations-
langen dar. Ay gibt die Reichweite der durch Aus-
tauscheffekte bereits im idealen Gas bewirkten Kor-
relationen. Aty gibt die Reichweite von Korrelationen
auf Grund der Couroms-Wechselwirkung, ohne Be-
riicksichtigung von Austauscheffekten.

Bei groflen £ dndert sich durch die langreichwei-
tigen CourLoms-Wechselwirkungen qualitativ nichts.
Die Abb. 2 zeigt den Verlauf der Grenzkurven
beim Plasma fiir den Fall hoher Temperaturen, in
dem A fiir £— 0 die stirkere Bedingung darstellt.
Bei kleinen Temperaturen liegt A fiir k— 0, und
damit wahrscheinlich fiir alle &, unterhalb B.

Die in (10) enthaltenen Aussagen sollen noch in
ihrer Abhangigkeit von Temperatur und Dichte des
Plasmas untersucht werden. Definiert man durch
0=ry"3 den mittleren Teilchenabstand r,, so gilt
zunéchst
kT g2 1’ .
4mer 0 Lvz’

Jp= L=e}kgT. (11)
L ist der kleinste Abstand, bis auf den sich zwei
gleich geladene Teilchen mit der thermischen Energie
kg T nahern konnen (zentraler Stof3). Andererseits
ist
h/2)2 A

A= [?if(yr/éz)irﬁ r03J ~agtr®t; ay = h2/me2. (12)
a, ist der Boursche Radius. Bis auf weggelassene
Faktoren der Ordnung 1 lauten also die beiden Un-
gleichungen (10)

V7 = rgd2/Lt2, |72 = g rydt. (13)

a, ist temperaturunabhingig, L ist nach (11) zu 77!
proportional. Das Verhéltnis der beiden Léngen q,
und L stimmt nach

ao/L=kp T/ (€?/a,)
mit dem Verhiltnis von thermischer Energie kg T

und atomarer Energieeinheit €2/q, iiberein. Die
Abb. 3 zeigt die Grenzen (13) als Funktion von r,

(14)
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fiir zwei verschiedene Temperaturen. Bei der hoheren
istag > L, bei der tieferen ay < L, .

Die zweite Bedingung von (13) schliefit fir
e2—> 0 den Ubergang zur Korrelationsreichweite
Jrp ~ 1, des idealen Gases aus. Das ist vollig analog
zu dem Verhalten des Schwankungsquadrats (4N)?
beim Plasma, das in Abschnitt4 diskutiert wurde.
Ebenso wie (4N)?2 ist auch r? eine integrale Grofe,
deren Wert gar nichts iiber die Stirke der Korrela-
tionen aussagt, so dafl die Paarverteilung selbst
durchaus in die des idealen Gases iibergehen kann.

Zur Ableitung der eben diskutierten Ergebnisse
wurde nur das Verhalten von g,(k) fiir k— 0 be-
nutzt, vgl. (9). In der Grenze k— 0 wird aber das
Verhalten des Systems vollstindig durch den scharfen
Plasmapol im Imaginirteil des Suszeptibilitat be-
stimmt. Die Existenz dieses Plasmapols ist eine be-
kannte Folge der als ,,random phase approximation®
bezeichneten, in den Arbeiten von Boam und Pings 11
begriindeten Niherungsmethode. Diese Naherung
wird in der Grenze k— 0 fiir beliebige Dichten und
Temperaturen exakt, wie man durch eine Diskussion
der Bewegungsgleichungen fiir die Fourier-Kompo-
nenten 0; des Dichteoperators zeigen kann. Diese
Uberlegungen, wie auch die Grundlagen der erwéhn-
ten ,random phase approximation“, werden zum
Beispiel von Brout und CarrutHERSs 7 referiert.

In den Ausgangsungleichungen von I gelten nun
fiir scharfe Resonanzverteilungen die Gleichheits-
zeichen. In den Abschitzungen fiir coth», Gln. [I
(3.5)] und [I (3.6)], gelten Gleichheitszeichen fiir
T =0 und fiir T — oo. Eine Rekapitulation der zur
Ableitung der beiden Ungleichungen (A) und (B) be-
nutzten Schritte zeigt, dal (A) fir 7— o und (B)
fiir T = 0 beim Plasma fiir £ — 0 als Gleichungen gel-
ten. Die beim Plasma tatsdchlich auftretenden Werte
liegen also fiir den extremen Quantengrenzfall und
fiir den klassischen Grenzfall auf den entsprechenden
Grenzkurven. Die beiden Beziehung (10) gelten da-
her als Gleichungen fiir das klassische Plasma bzw.
das Plasma im Grundzustand.

11 D. Borym u. D. Pines, Phys. Rev. 85, 338 [1952].

R. LENK

Ist die Temperatur so niedrig, dall L > a;, mit
(14) also kg T < €%/a, gilt, so liegt ein Teil des
erlaubten Gebiets der Abb. 3 unterhalb der Geraden
ro - Das gilt insbesondere bei der Temperatur 7 =0
fur alle

re=refay = 1. (15)

re ist der iibliche dimensionslose Parameter eines
Elektronengases im Grundzustand. Nach der obigen

Diskussion liegt der tatsidchliche Wert von VT2 bei
T =0 auf der Grenzkurve a,'/4 ro3*. |/r* wird also
bei kleinen Dichten wesentlich kleiner als ry. Eine
einfache Uberlegung zeigt, daB ein solches Ver-
halten zusammen mit der Normierung (4.9) von
us/o auf —1 nicht mit einem monotonen Verlauf
(bzw. unwesentlichen Oszillationen) von u,
triglich ist: —u, kann maximal den Wert ¢? an-
nehmen, da @, positiv bleiben muf}. Bei (fast)
monotonem Verlauf von u, folgt daraus

= [ ue s olP1% = Pty

Dieser Ausdruck kann nicht auf dem Wert 1 ge-
halten werden, wenn l/r—2 klein gegen ry, wird. Die
Voraussetzung einer (fast) monotonen Paarvertei-
lung muf} also bei kleinen Dichten aufgegeben wer-
den. Starke Oszillationen in g, beschreiben eine
gitterdhnliche Nahordnung. (Eine echte Fernordnung
ist natiirlich ebenfalls moglich.) Aus den Stabilitits-
bedingungen ergibt sich also ein deutlicher Hinweis
auf einen Phaseniibergang. Tatsichlich zeigt das
Elektronengas bei kleinen Dichten eine Gitterstruk-
tur, wie durch die Arbeiten von Fucus und WienEer 12
gezeigt wurde.

Die qualitativen Schliisse bleiben auch bei end-
lichen Temperaturen richtig. Sobald die beiden Be-
dingungen kpT <€2/ay und ry > q, erfiillt sind,
kann die Paarverteilung keinen monotonen Verlauf
mehr haben. Eine genauere Abschitzung der Para-
meter des vermuteten Phaseniibergangs ist hier nicht
maoglich.

ver-

(16)

Zusammenfassung der Ergebnisse

1. Bei Systemen mit Wechselwirkungen endlicher
Reichweite kann im Grenzfall grofler Wellenldngen
die statische Suszeptibilitat fiir longitudinale Stérun-
gen auf die Kompressibilitdt des Systems zuriick-

12 K. Fucns, Proc. Roy. Soc. London 151, 585 [1935]. —
E. P. Wicner, Trans. Faraday Soc. 34, 678 [1938].
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gefiihrt werden. Dieser Zusammenhang ist plausibel
und wurde bereits in der Literatur benutzt.

Unter den gleichen Voraussetzungen (grofe Wellen-
langen und endliche Reichweite) erfolgen bei Syste-
men im Grundzustand oder bei schwacher Anregung
die Dichteschwankungen nur mit sehr kleinen Fre-
quenzen. Daher sind fiir die elementaren Anregun-
gen des Systems, soweit sie mit Dichteschwankungen
verkniipft sind, nur solche Dispersionsrelationen
moglich, bei denen die Resonanzfrequenz mit der

Wellenzahl nach Null geht.

Zwischen Kompressibilitdt, kinetischer Energie
und einem Wechselwirkungsintegral besteht eine
allgemeine Ungleichung, dhnlich einer in1? betrach-
teten.

2. Bei beliebigen Wellenlidngen werden zwei untere
Grenzen fir die Amplitudenquadrate der Dichte-
schwankungen abgeleitet. Die eine fordert minimale
Quantenfluktuationen, die andere minimale ther-
mische Fluktuationen. Die thermische Bedingung ist
fir grole Wellenldngen, die Quantenbedingungen
fiir kleine Wellenldngen wesentlich.

3. Beim Plasma mit homogenem Untergrund
filhrt die Kombination von festgehaltenem Unter-
grund und anomaler Reichweite der Couroms-Wech-
selwirkung zu anomal kleinen Schwankungen der
Teilchenzahl. Diese Schwankungen sind auf eine
Oberflachenschicht beschriankt. Das Schwankungs-
quadrat ist von der Kompressibilitdt praktisch un-
abhingig. Die Grenziibergiinge zu einem unendlich
grolen System und zu verschwindender Wechsel-
wirkung sind nicht vertauschbar, so daB bei einem
unendlich groflen System der Grenziibergang e — 0
nicht zum Schwankungsquadrat des idealen (Quan-
ten-) Gases fiithrt. Die Paarverteilung selbst kann
dennoch in die des idealen Gases iibergehen.

In der wechselwirkungsabhangigen Summenregel
tritt beim Plasma ein Zusatzterm auf, der fiir grofle
Wellenldngen divergiert. Dieser Term ermoglicht das
Auftreten von Plasmaschwingungen ohne Verletzung
der Stabilitdtsbedingungen.

Fiir klassische und quantenmechanische Plasmen
werden Mindestwerte fiir die Reichweite der Paar-
korrelationen abgeleitet. Fiir die Mindest-Reichweite
ist im klassischen Fall der DeBye-Radius mafigebend,
im quantenmechanischen Fall das geometrische Mittel
aus Abschirmlinge und mittlerem Teilchenabstand.

Im extremen Quantengrenzfall und im klassischen
Grenzfall miissen die tatsdchlichen Werte der Korre-
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lations-Reichweite mit den berechneten Grenzen zu-
sammenfallen. Daraus folgt, daf} die Paarverteilung
eines Plasmas bei niedrigen Temperaturen und klei-
nen Dichten keinen monotonen Verlauf haben kann.
Das ist ein deutlicher Hinweis auf einen Phaseniiber-
gang zu einer Struktur mit gitterartiger Nahordnung.

Anhang: Das Integral I(k)
Es soll das in (3.9) definierte Integral

,gk2](k)=Jer2[l—coskx] gf'; )

= Jdt 0s[1 —coskr{] [’:—' + 2 (v"— —l;—)]

naher untersucht werden. Es wurde in (1) fiir eine
Auswertung in Kugelkoordinaten geschrieben. [ ist
der Cosinus des Winkels zwischen f und 1. Die
Striche bedeuten Ableitungen nach r. Die Aus-
fiihrung der Winkelintegration ersetzt die von {
abhidngigen Faktoren durch ihre Mittelwerte:

v 1 s
kIB = [da [+ (- T) g
sinkrivi’_*_(_ a?riiqill)(vu__ v’)}.
kr r 3knr? kr r /!l
(kr) "lsinkr beginnt bei kr=0 mit dem Wert 1,
die negative zweite Ableitung davon beginnt mit 1/3
und geht asymptotisch in (kr) “!sinkr tber. Beide
Funktionen oszillieren fiir grofle k sehr rasch. Gegen-
iber der ersten eckigen Klammer in (2) haben die
oszillierenden Terme der zweiten eckigen Klammer
einen zusitzlichen Faktor r~! bei grofen Abstinden,
fallen also rascher ab. Aus allem, insbesondere aus
den raschen Oszillationen bei grofien k, ergibt sich,
daf} die oszillierenden Terme i.a. gegeniiber den
nicht oszillierenden bei groBen k vernachlassigt wer-
den konnen. Sie konnen nur dann von gleicher
Groflenordnung sein, wenn die unmittelbare Um-
gebung des Nullpunkts anomale Beitrige zum Inte-
gral liefert, da nur dort die oszillierenden Terme
den anderen gleichwertig sind. Ein solches Verhalten
kann nur entstehen, wenn die Funktionen o0, v'/r
und 0, v fiir r— 0 singulidr werden. Fiir Wechsel-
wirkungspotentiale, die fiir kleine Abstidnde einen
abstoBenden Kern, der nicht in einem scharfen
»hard core“ zu bestehen braucht, besitzen, ist das
sicher nicht der Fall. rv" und r2v” haben einen
dhnlichen Verlauf wie v selbst, insbesondere sind sie
fir kleine r nicht stirker divergent und fallen fiir
groBle r nicht schwicher ab als v. Nach Voraus-

setzung geht v fiir r— 0 gegen . 0,(r) verschwin-
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det dann etwa wie exp(—v/kgT), 0,v geht also
gegen Null. Wegen des exponentiellen Charakters
von 9, dndert auch ein zusitzlicher Faktor r—2 daran
nichts.

In jedem Falle fallt also J(k) fiir grofle k& wie
k2 ab. Fiir Potentiale mit abstoBendem Kern tragen
auflerdem die oszillierenden Terme zum konstanten
Faktor des k™ 2-Verlaufs nichts bei.

In Abschnitt 3 wurde diskutiert, da} v fiir grofle r
starker als r—3 abfallen muB, damit der Grenzwert
Jo von J(k) fir k— O existiert. Unter dieser Vor-
aussetzung konvergieren die in (2) auftretenden
Integrale bei groflen Abstanden erst recht.

Die in (3.10) vorgenommene Grenzwertbildung
unter dem Integral ist gestattet, da die nach ! hier-
fir erforderlichen Bedingungen erfiillt sind. Denn
[1—cos kz]/k* konvergiert in jedem endlichen Vo-
lumen gleichmiBig fiir alle endlichen k gegen 2%/2
und das Integral J(k) ist beim Ubergang zur Inte-
gration uber den gesamten unendlichen Raum eben-
falls gleichméfig konvergent fiir alle endlichen £.
Die letzte Behauptung folgt einfach daraus, daf} die
oben diskutierte Konvergenz der Integrale bei grofien
Abstanden auch bei £— 0 nicht gestort wird. Der
Grenziibergang k£ — 0 bewirkt also nicht etwa eine
»gefahrliche” Vergroflerung der Reichweite des Inte-
granden.

In (4.15) wurde gezeigt, da} bei einem Plasma
ein zu (1) ganz ahnliches Integral auftritt, in dem
lediglich ¢, durch u, und v durch das CouLoms-
Potential €2/r ersetzt ist. u, nimmt bei r =0 einen
endlichen Wert an. v'/r und v” sind proportional
zu r~3. Daher sind alle Teilintegrale in dem (2)
entsprechenden Ausdruck divergent. Die Subtraktion
solcher divergenter Integrale ist keine mathematisch
erlaubte Operation. Um zu einem konsistenten Sub-
traktionsschema zu gelangen, denke man an eine
geeignete Abschneidevorschrift bei kleinen r. Das
entspricht einer Anderung des Potentials bei kleinen
Abstdanden. Entsprechend werden die allgemeinen
Formeln mit beliebigem v zunédchst beibehalten. Bei
einem Integral der Form

foeio 23 (- ¢)

r 3
- j dr f(r) dv— - *7.e2 f(0)

LR
= | dz f(r) =
{ f( ) Q22
(3)
13 G. M. Ficarennorz, Differential- und Integralrechnung,

Band II, § 518, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,
Berlin 1964.

VIELTEILCHENSYSTEME BEI AUSSEREN STORUNGEN II

fiihrt dann der Grenziibergang zum CouLoms-Poten-
tial wegen 4(1/r) = —4 7 6(x) zu dem angegebenen
Wert fiir die Differenz der beiden unendlichen
Integrale. Um auf diese Weise alle Divergenzen in
(2) zu beheben, wird (2) umgeformt zu

2 7 _ { v 1 ”_}!’_ _ sinkr
ot o[£+ (0 2=
v Y \[Lsinkr 8 sinkril (4
+(v r)[S kr +a(kr)2 kr jll )

Hier kann nun der Ubergang zum CouLoms-Potential
durchgefiihrt werden. Dabei verschwindet der erste
Term wegen (3) und es bleibt

’ o ((dru, [sink
QR (k) = €2 [ drj ek (5)
sinkr coskr sinkr
—3< B T2 T 2 (k'r)S)]'

Der neue Integrand ist sowohl fir r— 0 wie fir
r— oo vollig harmlos. Fir k— 0 geht die eckige
Klammer gegen 1% (k )2, also gilt

’ _ 2 _dt _Gj_Afl-’Enot
J(O)_ISJguzr_lsN (6)

Das Verhalten fiir grofle & tibersieht man am besten
in der Form

ok2J (k) =8 ne€? f d uy (2/k)

0

(7)

sin z cos = sin z
‘[3 ol L S ";rJ'
Hier kann dann u, (2/k) durch u,(0) ersetzt werden.
Das restliche Integral kann durch partielle Inte-
gration ausgewertet werden. Mit

3jdx LIS N jdx < (®)

z4 ol

und 2 J dp 22t = 200 jdx ,?i;,‘z,?, (9)

28 T
erhilt man fiir das gesuchte Integral den Wert 1/3.
Also hat J'(k) den asymptotischen Verlauf

, 2
Vs 5 A0S w0 2 0B o), (10)

der zu der im Text angegebenen Gl. (4.16) fiihrt.

Herrn Prof. Dr. Macke danke ich sehr herzlich fiir
sein forderndes Interesse und die grofiziigigen Arbeits-
moglichkeiten, die er mir am Institut fiir Theoretische
Physik der Technischen Universitit Dresden gewihrt
hat.



